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Préface 

Depuis longtemps je voudrais démontrer l'équation 
tensorielle d'Einstein à partir du principe de moindre 
action. Certains disent :"On ne démontre pas cette 
équation , il s'est posé comme ça et ça marche , c'est tout 
!!"    

Mais je pense que si cette équation marche bien, on doit 
donc pouvoir l'en déduire à partir des principes de la 
physique , une si belle équation comme ça doit 
logiquement avoir une démonstration... et il n'y a pas de 
livres qui démontrent clairement cette équation, c'est très 
confus, très flou ... C'est pourquoi j'ai décidé de retrouver 
le chemin qui mène à cette équation. 

 

Slogan : On pose, on supprime... ce qu'on veut pourvu que 
ça marche !! 
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1 INTRODUCTION 

 

1.1 UNE SIMPLE FORMULE 

 

La mécanique newtonienne comporte 8 équations, la 
relativité restreinte a remplacé les 7 équations et il ne 
reste plus qu'une équation à remplacer, c'est l'équation 

qui donne la force gravitationnelle fᴆ qui attire entre deux 
masses ʊ et m. 

 

 

(1.1.1) fᴆ =  
Gʊm

r ²
 uᴆr   

rᴆ= ʊmᴆ   ,  uᴆr  = 
rᴆ

r
 , r = ||rᴆ||   

On voit qu'il faut remplacer cette formule, en effet d'après 
la relativité restreinte aucune information ne peut aller 
plus vite que la lumière. Dans cette formule si on bouge ʊ , 
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m le sentit immédiatement puisque la force fᴆ change 
instantanément, même si ʊ se trouve à des mill ions voir 
des milliards de km de m, ce qui contredit la relativité 
restreinte: aucune information se propage plus vite que la 
lumière, il faut un certain temps pour que l'information  va 
de ʊ à m. Einstein est donc sensé de remplacer cette 
formule. 

On peut interpréter cette formule autrement. On dit que ʊ 
crée autour de lui un champ gᴆ  

 

gᴆ =  
Gʊ

r ²
uᴆr  

et une masse m plongée dans ce champ subit une force fᴆ 

fᴆ = m gᴆ 

On voit que ce champ gᴆ dérive d'un potentiel ה 

gravitationnel 

=ה   
Gʊ

r
 

gᴆ = - gradᴆה - = ה'(r) uᴆr  =  
Gʊ

r ²
 uᴆr   
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Au lieu d'avoir une masse ponctuelle ʊ on a une grosse 
masse M caractérisée par une masse volumique1 ס             
(M = סɱ), le potentiel gravitationnel ה engendré par cette 
masse volumique ס vaut : 

 

dה=  
G

r
dM 

dה=  
G

r
 dɱס

=ה G
ס

r
 dɱ

 

ם

=ם;  volume source 

ce qui montre ה est la solution de l'équation de Poisson . 

(1.1.2) Ў4 = הʌG ס ;  ס=la masse volumique 

 

                                                             

1 Quand on a : MЀסɱ ȟ ס Á ÐÌÕÓÉÅÕÒÓ ÁÐÐÅÌÌÁÔÉÏÎÓȡ 
ρɊ ס Ѐ ÌÁ ÍÁÓÓÅ ÖÏÌÕÍÉÑÕÅ ɉÌÁ ÍÁÓÓÅ ÐÁÒ ÕÎÉÔï ÄÅ ÖÏÌÕÍÅȟ ÃÛÄ 
 . (ЀM quand ɱ=1ס
ςɊ ס Ѐ ÌÁ ÄÅÎÓÉÔï ÄÅ ÍÁÓÓÅ Ȣ 
σɊ ס = la distribution de masse . 
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donc la formule (1.1.1) équivaut à l'équation (1.1.2). 
Einstein a voulu remplacer cette équation  par une autre et 
il a mis 8 (1907-1915) ans pour le faire !! et c'est 
l'équation tensorielle : 

i꞉j =
8ʌG

c4  Tij  

C'est simplement quelques symboles mais ça change 
complètement nos concepts du temps et d'espace. 

 

1.2 LE PRINCIPE D'ÉQUIVALENCE 

 

La gravitation newtonienne dit que deux masses ʊ et m 

s'attirent par une force fᴆ donnée par la formule de Newton 

fᴆ =  
Gʊm

r ²
uᴆr   

et le principe fondamental de la dynamique dit que cette 

force fᴆ est proportionnelle à l'accélération aᴆ (dans le même 

sens que fᴆ) 

fᴆ = k aᴆ = - k a uᴆr  (car aᴆ a le même sens que fᴆ ) 

d'où 

 
Gʊm

r ²
uᴆr   = - k a uᴆr  

(
Gʊ

r ²
)  m = ka 
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gm = ka 

Il n'y a aucune raison que m soit égale à k, m=k en effet k 
est un coefficient provenant de la dynamique qui mesure 
la résistance au mouvement alors que m est un coefficient 
provenant de la gravitation qui mesure l'attraction du 
champ, il n'y a aucune raison que ces deux coefficients 
soient égaux. 

Et Einstein stipule effectivement que m=k !! 

dans cette hypothèse on aura 

g = a 

Autrement dit tout corps tombe de la même façon !! une 
feuille de papier tombe aussi vite qu'une bille !!! deux 
corps plongés dans un champ gravitationnel auront la 
même accélération !! leur mouvement ne dépendent pas 
de leur masses ! 

En pratique on voit qu'une feuille tombe moins vite qu'une 
bille !  ... mais parce qu'il y a la résistance de l'air qui 
empêche la feuille tombe plus vite !!! il faut que tout ce 
passe dans le vide bien sûr . 

On voit donc que l'accélération = gravitation ! 

Imaginez qu'on est dans une cabine isolée de l'extérieur et 
que la cabine est accélérée vers le haut (on distingue le 
haut et le bas par la différence de couleurs peintes sur le 
plafond et le plancher par exemple). On est collé sur le 
plancher et si on lâche une bille elle tombe vers le bas , le 
plancher , impossible de savoir si on est accéléré ou si on 
est dans un champ de gravitation. 
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Les effets de l'accélération sont les même effets que le 
champ gravitationnel. Mais cette équivalence n'est que 
locale , c'est-à-dir e dans une petite portion de l'espace. En 
effet si on lâche 2 billes dans une cabine accélérées les 
billes tombent parallèlement, par contre elle tombent en 
s'approchant l'une de l'autre si la cabine est plongée dans 
un champ gravitationnel. 

 

Le principe d'équivalence est suivant: 

Le mouvement d'une particule dans un référentiel galiléen 
en présence d'un champ gravitationnel c'est le même 
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mouvement d'une particule libre par rapport à un 
référentiel  non-galiléen. 

Autrement dit étudier une particule dans un champ 
gravitationnel c'est la même chose d'étudier la particule 
par rapport  à un référentiel accéléré (non-galiléen) 

C'est pourquoi la relativité générale est une extension de 
la relativité restreinte car la relativité restreinte étudie les 
mouvement dans des référentiels galiléens et la relativité 
générale étudie les mouvements dans tous les référentiels 
galiléens ou non. 
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2 LE CALCUL TENSORIEL 

 

2.1 RAPPEL, DÉFINITION ET 
CONVENTION  

 

1. Vecteur  
indice haut 
x  = (x0, x1, x2, x3) , r = (x,y,z) 

x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z 

A = (A1, A2, A3) = (Ax , Ay , Az) 

2. Matrice 

Ai
j , Ai

j ,  Aij , Aij  avec 
i = lig
j = col

 

Remarque : Parfois la place des indices sont importants il 
faut donc les respecter. 

Li
j matrice de Lorentz (Hendrik)  ÅÔ  Љi

j = (Li
j)-1 l'inverse de 

Li
j 

L  j
i = Lj

i =

ɾ
ɾɼ
0
0

ɾɼ
  ɾ
  0
  0

  0
  0
  1
  0

  0
  0
  0
  1
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Љ  j
i = Љj

i =

ɾ
ɾɼ
0
0

 ɾɼ
ɾ
0
0

  0
  0
  1
  0

  0
  0
  0
  1

 

où  ɾ=
1

1
V²

c²

 et ɼ=
V

c
   ,V=vitesse du repère R' par rapport 

à R 

La transformation de Lorentz 

ctᴂ= ɾ(ct ɼx)

xᴂ= ɾ ɼct + x

yᴂ= y

zᴂ= z

 

et son inverse 

ct = ɾ(ctᴂ+ɼxᴂ)

x = ɾ(ɼctᴂ+ xᴂ)

y = yᴂ

z = zᴂ

 

ʂij  matrice de Minkowski , métrique plat 

ʂij =

1
0
0
0

0
1

0
0

 0
 0
1

 0

 0
 0
 0
1

 ;ʂ= êta 

ʂij = diag(1,-1,-1,-1) 

La matrice du champ électromagnétique Fij 



11 

 

Fij =

0
Ex/ c
Ey / c

Ez/ c

 Ex/ c
  0 
  Bz

  By

  Ey / c 

 Bz

0
 Bx

 Ez/ c
 By

  Bx

  0

 

Fij =

0
Ex/ c
Ey / c

Ez/ c

   Ex/ c
  0 
  Bz

  By

    Ey / c 

 Bz

0
   Bx

   Ez/ c
 By

  Bx

  0

 

F  j
i =

0
Ex/ c
Ey / c

Ez/ c

    Ex/ c
  0 

 Bz

    By

     Ey / c 

 Bz

0
 Bx

    Ez/ c
 By

    Bx

  0

 

 
3. Dérivée 

Ћt =
Ћ

Ћt
,Ћx =

Ћ

Ћx
 ,Ћy =

Ћ

Ћy
,Ћz =

Ћ

Ћz
  

ЋV

Ћxi
= ЋiV   ; V(x0,x1,x2,x3)  

Ћij Ѐ ЋiЋj = Ћij
2  

Ћ0 = cЋt ,  Ћ1 Ѐ Ћx ȟ Ћ2 Ѐ Ћy ȟ Ћ3 Ѐ Ћz 

exemples 

Fij Ѐ ЋiAj - ЋjAi Ѐ ɍЋiAj]  

Ћ(kFij ) Ḱ ЋkFij + ЋiFjk + ЋjFki       ,  avec k<i<j 

ρЃςЃσ ᴼ Ћ1F23 + Ћ2F31 + Ћ3F12 
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πЃςЃσ ᴼ Ћ0F23 + Ћ2F30 + Ћ3F02 (x) 

πЃρЃσ ᴼ Ћ0F13 + Ћ1F30 + Ћ3F01 (y)  

πЃρЃς ᴼ Ћ0F12 + Ћ1F20 + Ћ2F01 (z) 

Ћ(kFij ) =  0 (le 1er groupe d'équations de Maxwell) 

ЋV

Ћxi
= ЋiV ; où V(x0,x1,x2,x3)  

Ћi =
Ћ

Ћxi
 

exemples 

Fij Ѐ ЋiAj - ЋjAi Ѐ ɍЋiAj]  

4. La sommation 
- indice-bas = indice-ÈÁÕÔ ᴼ ÌÁ ÓÏÍÍÁÔÉÏÎ 
- indice de sommation (indice 'mobile', indice 'somme') ils 
bougent, on peut les remplacer par s, m, u, d, .... 
- indice fixe = le rang, la position  

 
asbs = a0b0 + a1b1 + a2b2 + a3b3 (convention d'Einstein) 

ЋmFmi Ѐ Ћ0F0i Ϲ Ћ1F1i Ϲ Ћ2F2i Ϲ Ћ3F3i = µ0Ji (le 2ième groupe 
d'équations de Maxwell) 

ЋsЋs = Ћ0
2 + Ћ1

2+ Ћ2
2 + Ћ3

2 =  
1

c2Ћt
2 - Ћx

2 - Ћy
2 - Ћz

2   = -                   

(  Ѐ Ў
1

c2Ћt
2 = Ћx

2 + Ћy
2 + Ћz

2 1

c2Ћt
2 opérateur d'Alembert) 
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5. Symbole Nabla ɳ  

Nabla est un vecteur de ᴙ3 covariant, c'est le premier 
vecteur covariant connu. 

kɳ =  Ћk ÅÔ ᶯk = ʂkm Ћm  Ћk ȟ  Ћk = -Ћk 

Pour ne pas alourdir les notations on omet l'indice k de 
.ÁÂÌÁ ᶯk =  ɳ  ÍÁÉÓ ÎͻÏÕÂÌÉÅÚ ÐÁÓ ÃͻÅÓÔ ÕÎ ÖÅÃÔÅÕÒ ÃÏÖÁÒÉÁÎÔȢ 
On combine avec les vecteurs contravariants pour donner 
les vecteurs contravariants. 

 ɳЀ ɉЋ1 ȟ Ћ2 ȟ Ћ3)   , c'est donc un vecteur covariant. 

Æɳ Ѐ ÇÒÁÄɉÆɊ Ѐ ɉЋ1Æ ȟ Ћ2Æ ȟ Ћ3f)  , gradient c'est un vecteur  

.ɳAk = div(AkɊ Ѐ Ћ1A1 Ϲ Ћ1A2 Ϲ Ћ3A3   , divergence  c'est 
scalaire (on est dans un espace plat ) 

Ẓɳ!k = rot(AkɊ Ѐ ɉЋ2A3 - Ћ3A2 ȟ Ћ3A1 - Ћ1A3 ȟ Ћ1A2 - Ћ2A1)  , 
rotationnel , c'est un vecteur 

.ɳɳ Æ = ɳ ²f = ЎÆ  = Ћ1
2f + Ћ2

2f + Ћ3
2f   , laplacien, scalaire 

quelques formules : 

rot grad(f) = Ẓɳɉɳf) = ( Ẓɳɳ f = 0 

div rot(A) = .ɳ( Ẓɳ!Ɋ Ѐ ɉẒɳɳ .A = 0  

div grad(f) = ɳ .ɳ f = Ўf 

rot rot(A) = ẒɳɉɳẒ!Ɋ Ѐ (ɳ .ɳA) - ( .ɳɳ A = ɳ ( .ɳA) - ЎA 

(ɳA.B) = (ɳ .A)B + (ɳ Ȣ"Ɋ! Ϲ !ẒɉẒɳ"Ɋ Ϲ "ẒɉẒɳ!Ɋ 

ÄÉÖɉ!Ẓ"Ɋ Ѐ Ȣɳɉ!Ẓ"Ɋ Ѐ ɉẒɳ!ɊȢ" - ( Ẓɳ"ɊȢ! 




